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Recorréncia e Transitoriedade

Seja (Xp) ~ CM(-,P) em S.
O estado x € S é dito recorrente se Py (X, = x i.v.) = 1, onde
{Xh = x i.v.} = {X, = x infinitas vezes}

= {X, = x para infinitos n's}

= Niz1 Up»i {X; = x};

={3m<m<...: Xy =Xp, = =x}

e x é dito transitdrio se Py (X, = x i.v.) = 0.



Recorréncia e Transitoriedade (cont.)
Seja Ty o tempo de primeira passagem por x:
Te=inf{n>1: X, =x},
e fagamos T(O) =0e, para k > 0,
T = inf{n > 41 X, = x} (inf( = o).

T)Er) é o tempo da r-ésima passagem de (X,) por x, r > 1.

Note que, se, para algum k > 1, T,Ek) = 00, entdo T)EkH) =

Para r > 1, seja
S)((,) _ T)Er) — T)Sr_l), se T,Er_l) < 00,
u,, c.c.,
onde (Uy)r>1 iid Uy ~ Ty, e independente de (Xp).
Note que s — T.. Pela PFM, (S)((r)),zl iid sob P,.



Recorréncia e Transitoriedade (cont.)
Seja Vi o nlimero de visitas de (X,) a x: V = ano I{X, = x}.

Obs. 1) {X, = x i.v.} = {V, = o0}, logo
2) x é recorrente se e sé se Py (Vi =o0) =1, e

3) x é transitério se e sé se Py (Vi = 00) = 0.

4) Ex(Ve) = Yoo PulXn = X) = 32 100 PY. (1)
Se Xp = x, entio Vy, >r & Ty) <oo<:>5)(<i) <oo,i<r.
Fazendo £, = Py (Tx < o0):

Pu( Vi > r) = Px(S) < 00, i < 1) HIP’ —f (2

Logo, Ex(Vi) =350 Px(Vx > n) = ano 7. (3)



Teorema 1

Vale a seguinte dicotomia
(i) Se Py(Tx < 00) =1, entdo x é recorrente e > -, P = o

(ii) Se Px(Tx < 00) < 1, entdo x é transitério e Y-, pL)

< Q.
Corolario. Todo estado é ou recorrente (rec) ou transitério (trans).
Dem. Se Py (Tx < o0) = f, = 1, entdo de (2):

Py(Vi = 00) = limp00 Py (Vi > n) = limpoo 7 =1 (x é rec),
eth E (V) = ano P)(O’(') = oo; por outro lado, se £, < 1, entdo
Ex(Vi) =20 i = ﬁ < 00 = Py(Vi = 00) =0 (x é trans).

O
Obs. (2) = Sob Py, V, ~ Geométrica(1l — £,) (conv.: Geo(0) = o).



Teorema 2

Seja C uma classe de comunicacdo. Entdo, ou todos os estados
de C s3o transitdrios, ou sao todos recorrentes.

Dem. Se x < y, entdo existem i,/ tq P)((y), P}(,{() > 0. Logo,

*
P)(Q’(—i-k-H) > P>(<),/) P}(,)lj) P}(,{() - P)(,)lj) < 0 1 P('-HH—J)_ Logo,

(k) (i+k+J) 1
2o P < o Pu 1 2kz0 P S oy 2o P

Logo, se x for transitério, entdo y também é transitério pelo
Teorema 1.

Obs. Neste contexto, recorréncia e transitoriedade sdo ditas
propriedades de classe, e temos classes recorrentes e classes
transitorias.

*PL(/T+H) Chapman-Kolmogorov Zwes Pl(lw) P\Svnv) > PL(I;")P;?) Vu,v,z€S, mn>0



Teorema 3

Toda classe recorrente é fechada.

Dem. Suponha que C seja uma classe n3o fechada;
entdo existem x € C e y ¢ C tais que x — y; e, logo,
existe i > 0 tal que P (X; = y) > 0.

Como Py (X, = x para algum n > 0) = 0, segue que

Px(Xi =Yy, Xn = X IV) S PX(XI = y7Xn+’. = X para a|gum n Z 0)
=P (X; = y) Pu(Xoti = x para algum n > 0| X; = y)

Markov

P.(X; = y) P, (X, = x para algum n > 0)
=0= P (X, =xiv.) <1}

~ 7 Teol , .., . Teo2 , s
Logo x n3o é recorrente =5 x € transitério = C é transitdria.

fsendo, y » x =y el
fse ndo, Po(Xi = y) =P(Xi =y, X, =xiv.) =0



Teorema 4

Toda classe fechada finita é recorrente.

Dem. Suponha que C seja uma classe fechada e finita.
Se P(Xp € C) =1, entdo existe x € C tal que

0<P(X,=xiv.)=P(X,=xiv., Ty <0)
=P(X, = x iv.|Tx < 00)P(Tx < 0)
PE P (X = x iv.) P(Tx < 00).

Logo, P.(X, = x i.v.) > 0, e x n3o é transitério.

Logo, x e C s3o recorrentes pelos Teoremas 1 e 2, resp.



Exemplos

1) P =

O O = O
= O O
O ONR

O O ONI-

cadeia irredutivel e finita: Teorema 4 = recorrente.

2)P =

Bl O O NN
Bl O O NN
ONIFNIRF O O
O NI O O
NFEFO O O O

C1 ={1,2} e C» = {3,4} recorrentes; C3 = {5} transitdria.

(Note que C; e C, sdo fechadas e finitas, e P5(Ts < 00) = % <1l)



Recorréncia e transitoriedade no passeio aleatério em Z¢
)d=1,¢g=1-pec(0,1)

Obs. Cadeia irredutivel.
Seja D, = #{saltos de (X,) para a direita até o tempo n}
~ Bin(n, p)
Dado que Xp =0, temos X, = D, — (n— D,) =2D, — n
o Xn =k & D, = Tk

L Pl = {(n72)(Pq)"/27 se n = par,
S Foo” = ’
0, se n = impar.

Dm0 pég) = >0 P(g(z)n) =2 >0 (2nn)(Pq)" (4)



PAS em Z

Se o lado direito de (4) for < oo, entdo o PAS em Z é transitdrio;
se ndo, é recorrente.

Basta avaliar o comportamento assintético dos somandos em (4).
2n _ (2n)! stiring A\/ﬂ(Qn)%eon . 1 .
n a (n!)2 (Aﬁ(n)"e—n)2 - \/ﬁ

£ se p = q;

A sep#q,
para constantes 0 < A, C < 0o, onde A =4pg < 1, se p # q.

a) p=1/2: Como _ % = 00, temos que o Pég) = 00,

e a cadeia é recorrente nesse caso.

b) p# 1/2: Como } -, % <Y1 A" péq 00, temos que

Y >0 Pég) < 00, € a cadeia € transitéria nesse caso.
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PAS simétrico em Z2

Xo = 0 (origem de Z?)

Seja 72 a rede Z? rotacionada por

45° em torno da origem. Entao,

as projecdes ortogonais de v/2X,

nos eixos coord de Z2, X, e X,

sdo PAS simétricos em Z, indep/s.

o P = By(X, = 0) = Po(X; = 0,X; = 0[X; = 0,X; = 0)
= Po(X;F = 0|Xy = 0)Po(X, =0|X, =0)

ny\1 2 ~ C .
= (pég))2 ®) [(n/Z) 2"} no N f)ar, (6)
0, n impar.

Como >, L = 0o, temos que 3_ o4 P(()G) = 00,

e o PASS em d = 2 é recorrente.
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€3

PAS simétrico em Z9, d > 3

€
1/6
d= 3, Xo =0 1/6
1/6
Seja e; = (1,0,0), & = (0,1,0), e3 = (0,0, 1). e !
1/6
Entdo X, = 3.7, B/V;, onde e

- Bi, By, . ..iid ~ Bernoulli({—1,+1}; 1/2);
inde
PV Vo, id, PV = e) = 1/3, i = 1,2,3.

n>1L N ={<n: V=) N =N i=1,2,3
= (NP, NP Ny ~ Multinomial(n; 1,1 1),

Dados /\/(1) N,Sz) ./\/',S3):
U = 5,0 B ~ Binomial(NS), i = 1,2,3, independentes
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PASS em Z3

Se n for impar, entdo P(gg) = Po(X, = 0) = 0; quando n for par:

3
1 nl n: 1 nl
P(”) - - ! = — T ——
00 = gn 2 m!no!ns! ,1;[1 (n;/2> 6 2 ([T, ni!/2)?

ny,np,n3 pares ny,np,n3 pares

ny+ny+n3=n ny+ny+nz=n

n:_ZkiZ (2k)! _2/<iZ ko\?/1\*

= Gk (klkalka 2\ k ) 22K ki ko ks) \3
ki+ko+ks=k ki+ko+ks=k

_(ky 11 K
=\ k) 22K 3K ki iko—k \ Ky ko ks
—_—

~ const/\/n
No caso em que k = 3m = ki + ko + k3, pode-se checar que

( 3m ) i < 3m > Stirling Av/3m (3m)3™e=3™  const 3k

k1k2k3 mmm -

(Ay/mmme—m)3 — k

Sse ki <m < ke (kﬂ?@) < (k1+li’;71 k3)
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PASS em Z3 (cont.)

Logo,
P(gg) < const/n3/2, (7)

se n = miltiplo de 6; = 0, se n = impar.
2 5(6m—2
(3)" P
4 (6m—4)
(5)" Poo

. anl POO < o0, pois ZnZl 32 < oo, € IOgO

E note que Pégm) > = (7) vale V n par.

o= ol

o PASS em d = 3 é transitério.

Obs. 1) Similarmente podemos argumentar que o PASS em Z9 é
transitério em d > 4.

2) O argumento por proje¢do feito acima, no Slide 12, sé funciona

no caso bidimensional.
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